Johannes-Gutenberg-Universitat Mainz

Im Rahmen des Seminares
,2Ausgewahlte hohere Kurven*

im WS 2016/17

Bei Prof. Dr. Duco van Straten

Aus der fiinften Gruppe

Die Rosette
Die Astroide

Stephanie Katharina Schwab



Inhaltsverzeichnis

1 Die Rosette 3
1.1 Erste Erzeugungsweise . . . . . . . . ... Lo 3

1.2 Auswertung der Kurvengleichung . . . . . . ... ... .. ... ...... 4

1.3 Weitere Konstruktionen . . . . .. ... ... ... ... ... ... ... 5
1.3.1 Konstruktion aus der Polargleichung . . . . . ... ... ... ... 5

1.3.2  Konstruktion als Hypotrochoide . . . . . . ... .. ... ... ... )

1.3.3 Konstruktion als Schnitt zwischen einer Gerade und einem Kreis . 6

1.3.4 Konstruktion als Schnitt zwischen zwei Kreisen . . . . . . ... .. 6

1.4 Quadratur . . . . .. .. 6

2 Die Astroide 8
2.1 Erste Erzeugungsweise . . . . . . . . ... L oo s 8
2.2 Tangentenkonstruktion nach der Theorie des augenblicklichen Drehmoments 9
2.2.1 Die Astroide als Hiillkurve von Geraden . . . . . .. ... ... .. 10

2.3 Konstruktion als Epizykloide . . . . . . ... ... ... ... ... 10
2.3.1 Konstruktion als Gelenkparalellogramm . . . . . ... .. .. ... 12

2.4 Lehrsatz iiber die Tangenten der Astroide . . . ... .. ... ... .... 13
2.5 Lange der Kurve und Flacheninhalt . . . . . . . ... . ... ... ..... 15

3 Quellennachweise 16



1 Die Rosette

1.1 Erste Erzeugungsweise

Eine Strecke AB der festen Linge a gleitet mit ihren Endpunkten auf den Achsen: Der
Punkt B bewegt sich auf der der y-Achse, der Punkt A auf der x-Achse.

Fillt man nun vom Ursprung aus das Lot OB auf die Gerade AB, so beschreibt der
Schnittpunkt P zwischen dem Lot und der Geraden die Rosette.

Wenn man den Winkel <POA mit ¢ bezeichnet, so ergibt sich aus der Winkelsumme in
dem Dreieck AOPB, dass auch <ABO ¢ ist.

1B
[
tbx P Aus dem Dreieck AOAB
'---i-"\-‘ % ) ergibt sich :
@

' \‘“‘x\ OB = acosy
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1 e

| e Aus dem Dreieck AOPB

_ ey . , N b folgt:

OP = OBsingp

Abbildung 1.1: Konstruktion der Rosette

Also folgt:
7 = @ Ccos psin

Mit dem Additionstheorem sin 2¢p = 2 cos ¢ sin ¢ kann man dies umschreiben zu

a
r 2sm %

Daraus kann man die kartesische Gleichung der Kurve herleiten:

Man setzt x = rcosp und y = rsin .
Unter der Annahme, dass r # 0 gilt, folgt:

7 = @a.Ccos psin
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1 Die Rosette

Nachdem man auf beiden Seiten mit (22 + y?) erweitert und quadriert, kommt man auf:
(22 + )% = a?zy>

Wir mussten r # 0 annehmen, damit wir durch dies teilen diirfen. Wenn man die letzte
Gleichung betrachtet, sieht man, dass diese ebenso fiir r = 0 erfiillt wird. Somit gilt die
kartesische Gleichung fiir alle Punkte der Rosette.

Wenn man die Kurve konstruiert, ergibt sich dieses Bild:

Abbildung 1.2: Die Rosette

Aufgrund der Form wird diese Kurve auch vierblattriges Rosenblatt genannt. Qua-
drifolium, wie sie auch genannt wird, kommt aus dem Lateinischen und heifst ebenso
"vierblattrig". Aus dem Franzosischen tibersetzt, heifst die Kurve vierblattriges Kleeblatt

(trefle a quatre feuilles).

1.2 Auswertung der Kurvengleichung

Aus der Koordinatengleichung folgt, dass die Rosette zu den Achsen symmetrisch ist.
Aus der Polargleichung kann man sehen:

Die Kurve ist durch § beschrinkt. Der Radius § wird fiir ¢ = 7, ?jf, %’T und %r auch
erreicht. Also wird die Rosette von einem Kreis mit Radius § eingeschlossen.

Der Radius ist gleich 0 fir ¢ =0, 5, 7 und 37“



1 Die Rosette

1.3 Weitere Konstruktionen

1.3.1 Konstruktion aus der Polargleichung

Die Polargleichung fiihrt zu einer sehr direkten Konstruktion:

Man zieht einen Kreis mit Radius § ausge-

hend vom Ursprung O. Von O aus zieht man
in einem beliebigen Winkel eine Strecke die
den Kreis im Punkt D schneidet. Den Win-
kel, den die Strecke OD mit der X-Achse ein-
schliefst, halbiert man und die so gewonnene
Strecke wird als OG bezeichnet. Von D aus
fallt man das Lot auf die X-Achse und erhélt
den Punkt E. Bezeichnet man den Winkel
<XOG mit ¢, so gilt DE = sin2¢p. Trigt
man die Strecke [DE| an der Strecke OG
vom Ursprung aus ab, so beschreibt der so
Abbildung 1.3: Konstruktion  entstehende Punkt eine Rosette.

Es gibt weitere Konstruktionsmoglichkeiten der Rosette, hier sind drei weitere nur ge-
nannt:

Wie man erkennt, wird im Folgenden eine um 45° gedrehte Rosette konstruiert. Die
uns bekannte Kurve kann man aber ebenso konstruieren, indem man die Anfangslage
entsprechend anpasst.

1.3.2 Konstruktion als Hypotrochoide

Ein Kreis rollt im Inneren eines weiteren
Kreises, der den vierfachen Radius des ersten
Kreises hat, ab. Eine Strecke der dreifachen
Léange des Radius des kleineren Kreises ist
fest mit dem Mittelpunkt des kleineres Krei-
ses verbunden. In der Anfangslage liegt der
kleinere Kreis so auf der x-Achse, dass auch
die Strecke in der Verlingerung auf der x-
Achse liegt.

Beim Abrollen des kleineren Kreise zeichnet
der Endpunkt der Strecke eine Rosette.
Abbildung 1.4: Als Hypotrochoide




1 Die Rosette

1.3.3 Konstruktion als Schnitt zwischen einer Gerade und einem Kreis

In der Anfangslage liegt eine Gerade auf der
x-Achse. Ein Kreis liegt mit seinem Mittel-
punkt ebenso auf der x-Achse so, dass dieser
mit seinem Rand den Ursprung bertihrt.
Gerade und Kreis drehen sich um den Urps-
rung in die selbe Richtung, wobei sich der
Kreis dreimal so schnell dreht wie die Gera-
de.

Der zweite Schnittpunkt (der erste Schnitt-
punkt ist immer der Ursprung) dieser beiden
Objekte beschreibt eine Rosette.

Abbildung 1.5: Konstruktion

1.3.4 Konstruktion als Schnitt zwischen zwei Kreisen

//- \ \ In der Anfangslage liegen zwei Kreise glei-
“'\

:

cher Grofe aufeinander so, dass ihre Mittel-
punkte auf der x-Achse liegen und mit ihren
Réndern den Ursprung beriihren.

Beide Kreise drehen sich entgegengesetzt um
den Ursprung, wobei sich einer der beiden
Kreise dreimal so schnell dreht wie der an-
dere.

Der zweite so enstehende Schnittpunkt die-
ser beiden Objekte beschreibt eine Rosette.

Abbildung 1.6: Konstruktion

1.4 Quadratur

Es gibt einen interessanten Zusammenhang zwischen dem Flécheninhalt der Rosette und
dem Flacheninhalt des Kreises, der die Rosette umgibt.
Wir berechnen zunéchst den Flacheninhalt einer halben Bliite, also:

11 1 [7Ta% |
Shalbe Bliite = / —r? dp = 2/ T sin? 2¢ dy
0 0



1 Die Rosette
Mit der Substitution 8 = 2¢p ergibt sich:

2 [,z 2 ,Z 2 z 2 2
a 2 dd a 2 a 1 . 012 ac T a
ShalbeBmte:s/O S0 =g, SO0 = g mgsinfeost gl = e =

Um die Gesamtflache zu erhalten, muss man dies mit 8 multiplizieren. Damit betragt
die Gesamtflache

2
a
Sganz = gﬂ'
Der Flicheninhalt des Kreises mit Radius §, der die Kurve umgibt, betragt:
2
a
Fxreis = Zﬂ'

Damit ist die Rosette halb so grofs wie der sie umgebenden Kreis.



2 Die Astroide

Der Name kommt aus dem Griechi-

schen und bedeutet Stern. Somit ist

/ die Astroide sozusagen eine ,Stern-
\ kurve.

\.\ Untersucht wurde diese Kurve von

_{/ “> verschiedenen Mathematikern zwi-

\\ ~ schen dem 17. und 19. Jahrhundert,
!/I' u.a. von Bernoulli (1691) und Leib-
\\ niz (1715).

\ / Der Name ,Astroide stammt aus
einem im Jahre 1838 von dem 0Os-
terreichischen Astronomen Joseph
Johann von Littrow publizierten

Abbildung 2.1: Die Astroide Buch.

2.1 Erste Erzeugungsweise

Genau wie bei der Rosette haben wir auch hier eine Strecke AB mit der festen Liinge a,
die mit ihren Endpunkten auf den Koordinatenachsen gleitet. Um die Kurve zu erzeugen,
wird zunéchst das Rechteck BOAE gezeichnet, wobei O den Ursprung bezeichnet und E
die vierte so entstandene Ecke ist. Von E aus wird das Lot auf die Gerade AB gefillt. Der
Schnittpunkt dieses Lotes mit der Geraden wird als P bezeichnet und mit der Bewegung
der Geraden beschreibt dieser Punkt P die Kurve.

B =

Abbildung 2.2: Konstruktion der Astroide



2 Die Astroide

Zur Berechnung der Koordinaten von P fillt man die Lote von eben diesem Punkt aus
auf die Achsen und bezeichnet die so entstehenden Punkte mit G bzw H.
So wie es im oberern Bild schon eingetragen ist, wird der Winkel <<BAO mit ¢ bezeichnet.
Es ergibt sich durch Winkelsummen in den jeweiligen Dreiecken:

¢ = <ABE = <BPG = <PEA

Wenn man mit dem Dreieck AAEP beginnt,
ergibt sich

|BE| = acosy

Mit dem Dreieck APEB fortfahren:

|BP| = |BE|cos p = acos® ¢

Betrachtung des Dreiecks AGPB ergibt:

x = |GP| =|BP|cosp = acos® p
Abbildung 2.3: Konstruktion der Astroide

Analoge Berechnung fiihrt zu y = asin® ¢ Also folgt die Koordinatengleichung:
= acos g
y=a sin® ©

Man sieht direkt, dass sowohl in Richtung der x-Achse als auch in der der y-Achse die
Kurve durch |a| beschrénkt ist. Fiir den Winkel ¢ = 0 oder ¢ = 7 liegt die x-Koordinate
bei a bzw -a, fiir ¢ = & oder ¢ = % tragt die y-Koordinate den Wert a mit jeweiligem

Vorzeichen. Darum ist die Astroide durch den Kreis mit Radius r = a umschlossen.

2.2 Tangentenkonstruktion nach der Theorie des
augenblicklichen Drehmoments

Die Kurve wird durch die Bewegung einer starren Gerade fester Lange konstruiert.

Mt den Bezeichnungen von Abb. 2.2 bewegt sich Punkt A auf der x-Achse zu dem Ur-
sprung hin, also wandert der Punkt A waagerecht nach links. Der Punkt B bewegt sich
zeitgleich auf der y-Achse vom Ursprung weg also senkrecht nach oben.

Wenn man auf diesen Bewegungsrichtungen die Lote féllt, erhdlt man den augenblick-
lichen Drehpunkt. Dies ist aber gerade der Punkt E, da OAEB nunmal ein Rechteck
bilden.



2 Die Astroide

Nun verbindet man den augenblicklichen Drehpunkt mit dem Punkt der Kurve und das
Lot auf diese Verbindungsstrecke ist die Tangente in dem betrachteten Kurvenpunkt.
Dies ist aber gerade die Strecke AB.

Also ist die Strecke AB Kurventangente.

2.2.1 Die Astroide als Hiillkurve von Geraden

Eine Hiillkurve zu einer Kurvenschar ist eine Kurve, die jede Kurve der Kurvenschar
in genau einem Punkt beriihrt. Da eine Tangente zu einer Kurve nunmal eben diese in
genau einem Punkt beriihrt, ist jede Kurve Hiillkurve ihrer Tangenten. Ein Bild mit der
Astroiden als Hiillkurve der Kurvenschar der Geraden, auf denen die Strecken AB liegen,
gibt eine anschauliche Erkléarung des Begriffs ,Hiillkurve:

I,

Ul

AT

Abbildung 2.4: Astroide als Hiillkurve

2.3 Konstruktion als Epizykloide

Anhand des Bildes der Astroide kann man sich vielleicht schonmal vorstellen, dass es
moglich ist, diese Kurve als Epizykloide zu erzeugen. Das dies so ist, kann man auch
nachrechnen.

Wir haben einen festen Kreis mit Radius a. Auf dessen Umfang rollt im Inneren ein
Kreis mit Radius § ab. Der markierte Punkt P des rollenden Kreises und damit eben
derjenige Punkt, der die Kurve erzeugen wird, liegt in der Anfangslage auf dem Punkt
B. Der Beriihrpunkt der beiden Kreise wird N genannt, der Winkel <PM N wird mit ¢
bezeichnet, wobei M der Mittelpunkt des rollenden Kreises bezeichnet.

Es ergibt sich folgendes Bild:

10



2 Die Astroide

Abbildung 2.5: Konstruktion

Um auf die Koordinaten des Punktes P zu kommen, geht man von denen des Mittel-
punktes des rollenden Kreises aus.

3 3
M = (f sin ¢, Za sin go)
Nun muss man weiterhin den Winkel <PMS berechnen. Dazu suchen wir einen Zusam-
menhang zwischen v und ¢:
Da der kleinere Kreis in dem Gréferen abrollt und da P in der Anfangslage auf B liegt,
gilt, dass die Bogenlangen von N nach B und die von N nach P gleich lang sind, also:
3a @ a P
2T ——— = 27— —
"tor T Taan
Also ist 4 = .
Wir bezeichen den Winkel <PM .S mit « bezeichnen.

Wenn man den Winkel </NMO = 7 betrachtet, er-
gibt sich:

T

T=9Y+_-—p—«

2
M s
a =a=3p— —
4 o 12 9
P Wenn man das Dreieck APSM betrachtet, gilt:

w

T v
o | | | | §—a+ﬁ—3¢—§+ﬁ

=pB=m—3p

Abbildung 2.6: Konstruktion

11



2 Die Astroide

Mit diesem Winkel 3 lassen sich leichter die Terme zusammenfassen. Es folgt:
PS = Z cos(m — 3yp)
- a .
MS = 1 sin(m — 3yp)

WEeil der Cosinus achsensymmetrisch bzw der Sinus punktsymmetrisch ist und das Ar-
gument verschoben um 7 ein Vorzeichen ergibt, gilt:

PS = —% cos(3¢)

MS = % sin(3¢p)

Wenn man dies von den Koordinaten von M abzieht, erhélt man:

< <3cosg0+cos3<p> (3sing0—sin3cp>>
P=1a 1 ,Q 1

Nun gelten die leicht nachzurechnenden Additionstheoreme

3 3
cos® p = ik 1_ €059 und sin® p =

3sin ¢ —sin 3¢
4

Einsetzen ergibt:
P = (acos® ¢, asin® @)

Damit beschreibt der Punkt P - wie gewlinscht - eine Astroide.

2.3.1 Konstruktion als Gelenkparalellogramm

Ahnlich ist die Konstruktion der Astroide mit einem Gelenkparalellogramm:
Ein Gelenkparalellogramm mit Seitenldngen 1 und é sitzt mit einer Ecke am Ursprung.
Die beiden anliegenden Seiten drehen sich in entgegengesetzte Richtungen um den Ur-
sprung und die vierte, dem Ursprung entgegengesetzte Ecke, zeichnet die Kurve.

o

Ir3

Abbildung 2.7: Eigenkonstruktion

Es ergibt sich:

l l
y=Ilsinp — gsin&p: 3sinp — sin3yp)

3
l l
x:lcosgo—i—gcos?xp: §(3cosg0+cos3<p)

Dies ist eine Astroide mit % = é =a= %l

12



2 Die Astroide

2.4 Lehrsatz iiber die Tangenten der Astroide

In einem Punkt der Astroide ist die Tan-
gente, die in zwei weiteren Punkten der
Astroide diese schneidet, gezogen. Zieht
man nun in diesen Punkten ihre Tangenten,
so schneiden sich diese in einem Punkt des
Kreises, der die Astroide umgibt.

Abbildung 2.8: Lehrsatz

Fiir die Lange a der erzeugenden Strecke der Astroide aus Abschnitt 2.1 gilt der Ein-
fachheit halber a = 1.
Zunachst iiberlegen wir, wie die Tangentengleichung in dem speziellen Punkt P aussieht.
Der Punkt P der Astroide liegt auf der Strecke AB. Wie in Abschnitt 2.2 erklirt ist, ist
die Gerade, auf der die Strecke AB liegt, die Tangente im Punkt P.
Wir bezeichnen den Winkel, den die Gerade mit der x-Achse einschliefst, mit «, und den
Punkt der Astroide, der mit diesem Winkel konstruiert wird, mit P(a)) (Analoge Bezeich-
nungen wie in der Skizze). Dann lautet die Geradengleichung fiir die Gerade, auf der die
Strecke AB mit Linge 1 liegt, und damit die Tangentengleichung im Punkt P(a):

X Y

cosa  sino

=1

Da AB—a—1 gilt, lauten die Koordinaten fiir einen beliebigen Punkt der Astroide:
X =cos®p,Y =sin®p

Da ein Schnittpunkt S zwischen der Kurve und der Tangente im Punkt P(«a) sowohl
auf der Kurve als auch auf der Tangenten liegt, kann man diese Koordinaten in die
Tangentengleichung einsetzen:

3 03
cosgo+81n Y _q

CoS o sin «v

Zur Vereinfachung werden folgenden Parameter eingefiihrt:
cosp =x,8inp =y

cosa = a,sina=b

13



2 Die Astroide
Damit ergibt sich:

3 3
z Yy
I A
a * b
Nun wollen wir Zusammenhénge zwischen den Werten x,y, a und b finden.

Zunéchst wird die Gleichung (2.1) nach y aufgelost.

(2.1)

y3 3

2)3 3\ 2
by = 1-— o und dies quadriert ergibt: W) = ( T >

1=
b2 a

Da & = cosp und y = sin @ gilt, kann man fir y = 1 —

Bild:

- (-2)

Nun werden die binomischen Formeln ausmultipliziert.

2 einsetzen und erhéilt dieses

1—322+3z%— 25
b2 =l e

Mit den Nennern multiplizieren und Zusammenfassen ergibt diese Gleichung;:

(a® +b*)2b — 3a%2? — 2ab?2® + 3a22? — a*(1 - V*) =0
a = cosa und b = sin . Also gilt a® + > = 1 bzw. 1 — b? = a2, womit folgt:

2% — 3a%2* — 2ab%2® + 3d%2% —a* =0

2% — 3a%z* — 2023 + 20323 + 3a%2? —at =0 (2.2)
Da die Tangente den doppelten Berithrpunkt P(a) mit a = cosa hat, kann man die
Gleichung (2.2) durch (z — a)? teilen. Es ergibt sich:
zt + 2023 — 2ax —a> =0 (2.3)

Wenn man am Anfang nicht nach y sondern nach x auflést und analog vorgeht, ergibt sich:

yt 420y — 20y — B2 =0

(2.4)
Die Gleichungen (2.3) und (2.4) durch a? bzw. b? teilen und Addieren ergibt:
4 4 3 3
Y £ Y (w y) _
Tl g (L) 2 (24 —2=0
2T <a+b> P
3 3
Da & + 4% =1 \ \
z ) r Yy
S
a? * b? a * b

(2.5)

14



2 Die Astroide

Wieder ausgehend von der anfanglichen Gleichung (2.1).
Wir multiplizieren beide Seiten von (2.1) mit £ 4 ¥ und erhalten noch etwas Umformen:

et oyt ay o e Ty
stpty @y =o+y
Da 2% + y? = 1, folgt:
oyt oy oy
Z 4L 22 2.6
a? + b2 ab a * b (26)
Aus der Kombination der beiden Gleichungen (2.5) und (2.6) folgt:
vy __r_ ¥
ab  a + b
=
a b
T | 2.7
242 (27)
Nach Wiedereinsetzen der Werte fiir a, b,z und y:
—cosa  —sina
+ (2.8)

cos ¢ sin

Die Gleichung (2.8) gilt fiir den Schnittpunkt S der Tangente mit der Kurve. An diesem
Punkt S wird die Tangente gebildet. Die Gleichung hierfiir lautet:

¢ TN/ (2.9)

cosp  sing
Die Gleichung (2.9) wird also von ( = —cosa und n = —sin « erfiillt. Daraus folgt: Der
Punkt ¢ = —cosa = cos(a + ), n = —sina = sin(a + 7) liegt auf der in S gezogenen

Tangente. Da (cos(a + 7))% + (sin(a + 7))? = 1 gilt, ist (¢,7n) ein Punkt auf dem Kreis
mit Radius 1, also insbesondere ein Punkt des Umkreises der Astroide.

Die Tangente in P(«) hat die zwei Schnittpunkte S und S’, also gilt fiir jeden dieser
beiden Punkte (2.9) und auf jeder dieser beiden Tangenten liegt der Punkt (¢, 7).
Damit schneiden sich die Tangenten der beiden Punkte S, S’ in dem auf dem Umkreis
der Astroiden liegenden Punkt ¢ = cos(a+ 7) und n = sin(« + ).

2.5 Lange der Kurve und Flacheninhalt

Die Astroide besitzt interessante Werte fiir ihren Flécheninhalt sowie fiir ihre Lénge.
An dieser Stelle mochte ich die Werte nur nennen, da die Berechnung aufwendig ist und
damit den Rahmen dieser Ausarbeitung iiberschreiten wiirde.

Die Lange besitzt mit 16 - a einen {iberraschend glatten Wert.

Der Wert der Flache der Kurve betragt %(127(. Erwahnt sei hier, dass der Flacheninhalt
des Kreises, der die Kurve umgibt, a?7 grok ist. Also schliekt die Astroide % der Fléache
des sie umgebenden Kreises ein.

15



3 Quellennachweise

Wie auf der Titelseite geschrieben ist, ist diese Ausarbeitung im Rahmen eines Seminares
an der Johannes-Gutenberg-Universitit Mainz entstanden. Grundlage dieses Seminares
und damit auch die hauptsachliche Quelle ist das Buch ,,Ausgewihlte hohere Kur-
ven* von Hermann Schmidt. Die relevanten Abschnitte sind in dem Kapitel Fiinfte
Gruppe, Paragraph 17 (Die Rosette) und Paragraph 18 (Die Astroide) zu finden.
Auch die meisten Abbildungen sind an diesem Werk orientiert. Abb. 2.8 dieser Ausarbei-
tung ist mit leichter Abwandlung direkt der Seite 169 des Buches ,,Ausgewéhlte héhere
Kurven entnommen.

Zudem dient die Seite 247 dieses Buches (Tangentenkonstruktion nach der Theorie des
augenblicklichen Drehpunktes) als Grundlage zu den Erklarungen im Abschnitt 2.2.

Die homepage
http : / /www.mathcurve.com/courbes2d/trefle/trefle.shtml

dient als Quelle zu dem in Kapitel 1.1 erwéahnten Namen quadrifolium und tréfle a quatre
feuilles. Auerdem stammen daher die Ideen zu den Unterkapiteln 1.3.3 und 1.3.4.

Weitere historische Informationen fiir das zweite Kapitel stammen von
hitp : / Jwww.mathcurve.com/courbes2d/astroid/astroid.shtml

http : | Jwww.2dcurves.com/roulette/roulettea.html

https : / /de.wikipedia.org/wiki/Joseph johannyonyittrow

Die Erkléarung zu dem Begriff der Hiillkurve in 2.2.1 ist
https : //de.wikipedia.org/wiki/Einh%C3%BCllende

entnomimen.
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